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第２章    放射線分野におけるモンテカルロシミュレーション 

 

２.１ はじめに 

 

放射線と物質との間で起こる相互作用はすべて量子力学的な確率分布に従っている．

放射線の物質中における振る舞いは，複数の確率的要素を含んだ事象であり，その解

析はモンテカルロシミュレーションの好対象となる．ただし，放射線と物質との相互

作用の確率密度関数は相互作用の種類それぞれに特異的であり，他分野のモンテカル

ロシミュレーションとは異なる独特の計算アルゴリズムが必要となる． 

本研究の対象としている医用放射線は，百数十 keV以下のエネルギー光子を主成分

とする診断用Ｘ線および最大 10MeV のエネルギー光子まで含む放射線治療用高エネ

ルギーＸ線である．これらの放射線についてのモンテカルロ計算法は，診断用Ｘ線の

エネルギー領域では光子と物質との間で電子対生成は起こらない，高エネルギーＸ線

では相互作用で発生する２次電子の飛程を無視できない，などの点が異なるものの，

基本的な計算アルゴリズムは同じである． 

本章では，第３章～第５章で取り扱う半導体検出器のエネルギー吸収レスポンスの

計算を前提に，モンテカルロシミュレーションの具体的な計算手法を中心に述べる． 

 

２.２ 乱数の変換技術 

 

 モンテカルロ計算で最も重要なことは，それぞれの相互作用の起こる確率分布に従

う乱数を作り出す操作である．通常「乱数」と呼んでいるのは一様乱数（全く前後関

係のない数字の列）である．この一様乱数から，ある確率分布に従う乱数を作り出す

変換方法として，直接法，棄却法，合成棄却法がある(1),(2)． 

 

2.2.1 直接法 

 

 求める乱数 xの確率密度関数（probability density function）を ( )xf とし，その分布関

数を ( )xF とする．区間[0,1]の一様乱数を iR とすれば 

  ( ) ( ) i

x

RdxxfxF == ∫
⋅

−∞⋅
  （ただし ( ) 1=∫

∞+⋅

−∞⋅
dxxf  とする） (2.1) 

を xについて解いたものが求める乱数となる(1)． 

 

2.2.2 棄却法 

 便宜上，区間[a,b]での密度関数 ( )xf の最大値を１とし，区間[0,1]の一様乱数 Rと，
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区間[a,b]の一様乱数 ( )SabaY −+=  （ Rと Sは別の一様乱数）を作る．もし ( ) RYf >

ならば，求める乱数 YX =  とし，そうでなければ改めて RとY を作り，上記の不等

式が成立するまで続ける(1)． 

 棄却法の場合，棄却される割合が大きいと効率が悪いことになる．しかし ( )xf が複

雑である場合には直接法のように関数の積分という操作が入らないため便利である． 

 

2.2.3 合成棄却法 

 

 この方法は，直接法と棄却法を確率に関する加法定理で結合したものである．いま

求める乱数ηが従う確率分布の度数関数（確率密度関数またはそれに任意定数を乗じ

たもの）を ( )xf として， ( )xf が次式のように分解して書けるものとする． 

   ( ) ( ) ( )∑
=

⋅⋅=
n

i

iii xgxfxf
1

α     ( )n,,,i L21=    (2.2) 

 ここで 0>iα ， 10 ≤≤ ig  である． ( )xf i は確率密度関数で，この関数に従う乱

数は，直接法等で簡単に求められるものとする．このとき，次式で表される確率 ( )iPi を

用いて番号 iを選ぶ． 

   ( ) ∑
=

=
n

i

iii /iP
1

αα        (2.3) 

そして ( )xf i に従う乱数ηを求め，さらに区間 [0,1] の一様乱数ξをとり， ( )ηξ ig<  

ならばηを採用し，そうでなければηを棄却して再び初めからやり直すという方法で

ある(1)． 

 

２.３ モンテカルロ計算の手順 

 

モンテカルロ計算フローチャートの例(3)を Fig.2.1に示す．これは次章で取り扱う半

導体検出器内における X線光子の振る舞い，エネルギー付与をシミュレートするもの

である． 

主計算に入る前に、被照射体となる物質の種類，サイズ，形状を設定し，物質の光

子に対する相互作用断面積データ(4)-(8)をはじめとする計算に必要な物理情報をデータ

ファイルから入力する．被照射体に入射する光子エネルギーおよび線束サイズを設定

する．システムの座標系は被照射体の入射面中心を原点とし，Fig.2.2 のように設定す

る．光子が進む方向を Z軸に対する極角θおよび XY平面上で X軸に対する方位角ψ

の２つの因子で表現する． 
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Fig.2.1半導体検出器の光子エネルギー吸収のモンテカルロシミュレーション 

フローチャート(3) 

Flow chart of a Monte Carlo simulation for energy absorption in a semiconductor 
detector (3). 
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2.3.1 入射点および入射角度の決定 

 

 線束サイズが直径ａの円形の場合，区間[0,1]の２個の一様乱数 r1，r2を発生させて 

  ( )501 .rax −×=  

    ( )502 .ray −×=       (2.4) 

を求め， 222 250 a.yx ×≤+  ならば，この x , yを入射点座標とする． 
222 250 a.yx ×>+  ならば， x , yを棄却して，もう一度やり直す．（棄却法） 

Ｚ軸方向の入射点座標は 0とする． 

 線源と被照射体表面との距離を f とすると，入射角度は 

  




 += − fyxtan 221θ  および ( )xytan 1−=ψ     (2.5) 

で計算できる． 

 

2.3.2 光子の自由行程長の決定 

 

 被照射体に入射した光子が，次にどこで相互作用を起こすか決定する． 

光子の自由行程長Ｌの確率密度関数 ( )Lf は，その光子エネルギーEに対する物質の線減弱

係数をμ(E)とすると 

  ( ) ( ) ( )( )LEexpELf ⋅−⋅= µµ      (2.6) 

で表される．この確率分布に従う乱数Ｌは，直接法により 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )LEexpdllEexpELF
L

⋅−−=⋅−⋅= ∫
⋅

⋅
µµµ 1

0
  (2.7)                       

( ) ( )ErlnL µ−=       (2.8) 

Fig.2.2  シミュレーションの座標系 

Schematic diagram illustrating the coordinate system 

of a Monte Carlo simulation. 
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で計算できる．ここで rは区間[0,1]の一様乱数である． 

100keV単色エネルギー光子がゲルマニウムに入射した時の自由行程長の確率分布を，

線減弱係数を用いた(2.6)式による理論計算値（実線）と(2.8)式による乱数サンプリング

（ドット）の比較を，Fig.2.3 に示す．サンプリング回数は 10 万回である．両者はよく

一致しており，この乱数サンプリング法が有効であることを示している． 

 自由行程長 L を進んだ光子が次に相互作用を起こす点の座標 ( )111 z,y,x は，次式で計

算される．光子の最初の座標を ( )000 z,y,x とする． 

θ

ψθ

ψθ

cosLzz

sinsinLyy

cossinLxx

⋅+=

⋅⋅+=

⋅⋅+=

01

01

01

      (2.9) 

相互作用点 ( )111 z,y,x が被照射体の外であれば，この光子のヒストリーは終了する．

相互作用点 ( )111 z,y,x が被照射体内であれば，次のステップに進む． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3.3 相互作用の種類の決定 

 

 自由行程長 Lを進んで来た光子が，次の相互作用点 ( )111 z,y,x で，どのタイプの相互

作用を起こすか，次の方法で乱数サンプリングする． 

 エネルギーE0の光子に対する物質の相互作用の全断面積μ(E0)は 

Fig.2.3 100keV光子のゲルマニウム中における自由行程長の確率分布 

Graph showing the probability of free path length in Germanium for 

100keV photon. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 EEEEE incohcoh πσστµ +++=    (2.10) 

で計算される．ここで 

( )0Eτ  ：光電効果断面積 

( )0Ecohσ  ：干渉性散乱断面積 

( )0Eincohσ  ：非干渉性散乱断面積 

( )0Eπ  ：電子対生成断面積 

である． 

区間[0,1]の一様乱数 rを発生させ， 

 
( )
( )0
0

E

E
r

µ
τ

<  ならば，光電効果 

( )
( )

( ) ( )
( )0

00

0

0

E

EE
r

E

E coh

µ
στ

µ
τ +

<≤  ならば，干渉性散乱 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )0

000

0

00

E

EEE
r

E

EE incohcohcoh

µ
σστ

µ
στ ++

<≤
+

 ならば，非干渉性散乱 

( ) ( ) ( )
( )

r
E

EEE incohcoh ≤
++

0

000

µ
σστ

 ならば，電子対生成が起こるものと決定する． 

2.3.4 光電効果の処理 

 

 光電効果は，光子が原子の軌道電子にその全エネルギーを与えて原子外へ飛び出さ

せ，光子自身は消滅する現象である(9)．光電効果に伴って特性 X 線の発生もしくはオ

ージェ電子の放出が起こる．光電効果の概念図を Fig.2.4に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nucleus

K L M N
νh

Photoelectron

Characteristic
      X-ray

Auger
  electron

Fig.2.4    光電効果の概念図(9) 

Diagram to illustrate the photo-electric effect(9). 
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光電効果が起こった場合の処理を Fig.2.5のフローチャートに示す．光子エネルギー

が K 吸収端エネルギー以下（L 殻以下の電子との相互作用）の場合，放出される特性

Ｘ線エネルギーは非常に低いため，全光子エネルギーが物質中の相互作用点で吸収さ

れるものとする． 

光子エネルギーが K吸収端エネルギーより大きい場合，K殻で相互作用が起こり K

特性Ｘ線が発生する確率は FRK ×  で与えられる．ここで RK はＫ殻で相互作用が起

こる確率（Ｌ殻以下で相互作用が起こる確率は 1－RK），F は特性Ｘ線が発生する蛍光

収率（オージェ電子が放出される確率は 1－F）である．区間［0,1］の乱数を発生さ

せ FRK ×  との比較により，この光電効果に伴って K 特性 X 線が放出されるか否か

を決定する．K 特性Ｘ線が放出されない場合，全光子エネルギーが物質中に吸収され

るものとする．K 特性 X 線が放出される場合，Kα，Kβ特性 X 線の相対放出確率 Rα，

Rβを用いた乱数サンプリングにより Kα，Kβのどちらが放出されるか決定する．この

場合，最初の光子エネルギーと放出される特性 X線エネルギーの差分が物質中に吸収

されることになる．特性 X線の放出角度は全方向等確率であるので，一様乱数を用い

て決定する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig.2.5  光電効果処理のフローチャート 

Flow chart of the photo-electric process. 
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2.3.5 干渉性散乱の処理 

 

 光子が核外軌道電子に吸収されてその電子を共鳴振動させ，再び光子を放出する現

象を干渉性散乱という(9)．この場合，散乱前後の光子エネルギーには変化はなく，そ

の進行方向が曲げられるだけである．干渉性散乱の概念図を Fig.2.6（上方）に示す． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 干渉性散乱の微分断面積は次式で表される． 

( )xF
d

d

d

d
m

TMcoh 2⋅=
θ

σ
θ

σ ( ) ( )xFsincosr m
222

0 21
2

1
⋅⋅+= θπθ   (2.11) 

 ここで， 
θ

σ
d

d TM ：トムソンによる微分断面積 

        r0  ：古典電子半径 ＝2.818×10-13cm 

      ( )xFm  ：物質ｍの atomic form factor 

              x  ：momentum transfer 
( )
λ
θ 2sin

=     (2.12) 

        λ   ：光子の波長［Å］ [ ]keVh

.

ν
412

=  

 干渉性散乱角度のサンプリングには，以下に示す加藤の方法(10)を用いた． 

Fig.2.6 干渉性散乱および非干渉性散乱の概念図(9) 

Diagram to illustrate the coherent scattering and the incoherent scattering(9). 
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分布関数 ( ) ( )∫
⋅

⋅
=

x

m dFx
0

2 ξξξΦ  をあらかじめ atomic form factor，Fm(x) のデータ表か

ら求めておく．区間[0,Φmax]の一様乱数 r1を発生して直接法によりmomentum transfer，

xを決定する．この xの値から(2.12)式を利用して ( )θcos  を求める．続いて区間[0,2]

の一様乱数 r2を発生させ， 

θ22 1 cosr +>  ならばこのθを棄却して初めからやり直す． 

 θ22 1 cosr +≤  ならばこのθを散乱角と決定する． 

 方位角ψ は等確率なので 

 rπψ 2= [0,1] で決定する． 

 干渉性散乱の処理過程を Fig.2.7のフローチャートに示す． 
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Fig.2.7 干渉性散乱処理のフローチャート 

Flow chart of the coherent scattering process. 
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Fig.2.8    20keV光子のゲルマニウム内での干渉性散乱角度の確率分布 

Graph showing angular distributions of coherent scattering  

in Germanium for 20keV photon.    

20keV 単色エネルギー光子がゲルマニウム内で干渉性散乱を起こした時の散乱角度

確率分布を，(2.11)式による理論計算値（実線）と上記方法による乱数サンプリング(ド

ット)で求めた場合の比較を，Fig.2.8 に示す．サンプリング回数は 10 万回である．乱

数サンプリングによる散乱角分布は理論値とよく一致しており，このサンプリング方

法が有効であることを示している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3.6 非干渉性散乱の処理 

 

 非干渉性散乱（コンプトン散乱）は，光子が電子に衝突しその電子に運動エネルギ

ーを与えて，光子自身はエネルギーの一部を失って散乱される現象である(9)．非干渉

性散乱の概念図を Fig.2.6（下方）に示す． 

 非干渉性散乱の微分断面積は次式で表される． 

   ( )xS
d

d

d

d
m

KNincoh ⋅=
θ

σ
θ

σ
         (2.13) 

 ここで 
θ

σ
d

d KN ：Klein-Nishinaによる微分断面積 
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        







−+








⋅= θ

θ
σ 2

0

1

1

0

2

0

12

0
2

1
sin

E

E

E

E

E

E
r

d

d KN
   (2.14) 

       E0   ：散乱前の光子エネルギー 

      E1   ：散乱後の光子エネルギー 

       Ｓm(x)：物質ｍの incoherent scattering function 

  光子の散乱角度θは，まず(2.14)式の Klein-Nishina微分断面積に従う散乱光子エネル

ギー（散乱角度）を決定し，次にそれを incoherent scattering functionで採用／棄却する

という手順で求める．Klein-Nishina の式より散乱光子エネルギー（散乱角度）を決定

する方法として合成棄却法による Kahn法(1),(,2)を用いた． 

Kahn法による非干渉性散乱処理法を Fig.2.9のフローチャートに示す． 

 光子エネルギーを電子の静止エネルギー( 2

0cm )に対する比として表すと，(2.14)式は

次のようになる． 

  







+−+








= 2

2

2
0 12 µ

α
α

α
α

α
α

π
µ
σ '

'

'
r

d

d
    (2.15) 

 ここで θµ cos=  

     
2

0

1

cm

E
' =α  および 

2
0

0

cm

E
=α   である． 

E0と E1（もしくはαとα’）の間には次のような関係がある． 

 
( )θα cos

E
E

−+
=

11

0
1  もしくは  

( )µα
α

α
−+

=
11

'  

 合成棄却法を適用するため，(2.15)式を計算に不必要な定数を取り除いて次のように

分解する(1)．そして 2.2.3 節で述べた合成棄却法の手順に従って乱数サンプリングを

行う． 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )εεαεεαε 222111 gfgff +=      (2.16) 

 ここで 
'α

α
ε =    ( )121 +≤≤ αε  

     
92

12
1 +

+
=

α
α

a       
92

8
2 +
=

α
a  

  ( )
α

ε
2

1
1 =f       ( )

22
2

12

αε

α
ε

+
=f  

  ( ) 







−=

21

11
4

εε
εg    ( )













+







+−=

εαα
ε

ε
11

1
2

1
2

2g   (2.17) 

( )ε1f および ( )ε1f に従う乱数η1，η2はそれぞれ次のようにして求められる． 
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       21 21 r⋅+= αη          
2

2
21

12

rα
α

η
+

+
=     (2.18) 

第１の乱数 r1[0,1]を発生してαi（i=1,2）を決定する．第２の乱数 r2[0,1]を発生して(2.18)

式によりηi を求め，それをεに代入して(2.17)式によりｇi(ηi)を計算する．そして第

３の乱数 r3[0,1]とｇi(ηi)の比較から，ηiを採用／棄却する． 

採用されたηiから散乱後の光子エネルギーE1および散乱角度θを計算する． 

 散乱角度θから(2.12)式を用いて momentum transfer, xおよびＳ(x)を求め，第４の乱

数 r4[0,Smax]とＳ(x)との比較から E1およびθを採用／棄却する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2.9  非干渉性散乱処理のフローチャート(11) 

Flow chart of the incoherent scattering process(11). 
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80keV 単色エネルギー光子がゲルマニウム内で干渉性散乱を起こした時の散乱角度

確率分布の，(2.13)式を用いた理論計算値（実線）と Kahn法による乱数サンプリング

(ﾄﾞｯﾄ)の比較を，Fig.2.10に示す．サンプリング回数は 10万回である．Kahn法サンプ

リングで得られた散乱角度分布は理論計算値によく一致し，このサンプリング方法が

有効であることを示している． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

散乱前後の光子エネルギーの差分が反跳電子に付与され物質内で吸収される． 

散乱方位角ψ は等確率なので rπψ 2= [0,1] で決定する． 

 

2.3.7 電子対生成の処理 

 

 電子対生成は，光子が原子核のクーロン場の作用を受けて消滅し，陰・陽の一対の

電子が創られる現象である(9)． 電子対生成は，光子エネルギーが 2m0c
2＝1.022 MeV

以上でないと起こらない．陽電子はその後，自由電子と結合して消滅し m0c
2＝0.511 

MeV のエネルギーを持つ光子（消滅γ線）を２個，互いに正反対の方向へ放出する．

電子対生成の概念図を Fig.2.11に示す． 
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Fig.2.10    80keV光子のゲルマニウム内での非干渉性散乱角度の確率分布    

Graph showing angular distributions of incoherent scattering in Germanium

for 80keV photon.    
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 陰電子，陽電子に分けられるエネルギーの割合の乱数サンプリングは，10 MeV 以

下では Houghの式，10 MeV以上では Bethe-Heitlerの微分断面積を使う方法がある(1)．

しかし医療で使用する高エネルギーX 線では，照射対象物が人体であり電子対生成が

起こる確率は極めて少ないので，陰電子(E－)と陽電子(E+)は過剰エネルギーを半分ずつ

均等に分け合うという近似法を用いて計算処理を行う．すなわち， 

( )202
2

1
cmhEE −== +− ν        (2.19) 

 （ここで， νh は電子対生成を起こした光子エネルギー） 

それらが散乱される極角θは，陰電子，陽電子ともに 

ν
θθ

h

cm
EE

0== +− ［rad］      (2.20) 

とする．散乱方位角は，次式で決定する． 

[ ]102 ,rE πψ =−     πψψ += −+ EE      (2.21) 

 陽電子はその飛程を進み，静止した点で自由（陰）電子結合して消滅し，511keVの

エネルギーを持つ２個の光子を放出する．消滅γ線の放出方向は等方確率としてよく，

次式で決定する． 

[ ]101 ,rπθ =       12 θπθ −=  

[ ]1021 ,rπψ =       πψψ += 12      (2.22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.2.11 電子対生成の概念図(9) 

Diagram to illustrate the pair production(9). 
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2.3.8 散乱後の角度計算 

 

 XYZ 空間において，Ｚ軸に対する極角θ1，XY 平面上で X 軸に対する方位角ψ1で

進行して来た光子 V1( 11 ψθ , ) が相互作用を起こし，進行方向に対してω，進行方向と

Z 軸を含む平面に対してφの角度で散乱した時，散乱光子の XYZ 空間での進行方向

V2( 22 ψθ , )を次の手順で計算する． 

 立体三角の余弦公式を用いて 

 φωθωθθ cossinsincoscoscos ⋅⋅+⋅= 112     (2.23) 

 2

2

2 1 θθ cossin −=        (2.24) 

立体三角の正弦法則により 

 ( )
2

12 θ
ωφ

ψψ
sin

sinsin
sin

⋅
=−       (2.25) 

再び余弦法則によって 

 ( )
21

21
12 θθ

θθω
ψψ

sinsin

coscoscos
cos

⋅

⋅−
=−      (2.26) 

これらの公式より 

 ( ){ }1212 ψψψψ −+= sinsin  

    ( ) ( )121121 ψψψψψψ −⋅+−⋅= sincoscossin    (2.27) 

 ( ){ }1212 ψψψψ −+= coscos  

    ( ) ( )121121 ψψψψψψ −⋅−−⋅= sinsincoscos    (2.28) 

以上より，散乱後の角度 22 ψθ , が決定される． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig.2.12 シミュレーション座標系における光子進行角度の再計算を示す図(1) 

Schematic diagram illustrating angle re-calculation(1). 
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2.3.9 カウンタの設定 

 

 モンテカルロ計算は，基本的には積算量を求めることである．積算量を求めるため

には，目的とする物理量を逐次カウントするカウンタ（検出器）を計算プログラム中

に設定する必要がある． 

半導体検出器のエネルギー吸収レスポンスの取得を目的とする場合，一個の光子が

半導体検出器に入射した後，散乱線としてもしくは１次線のまま半導体結晶から射出

するまで，または結晶内で消滅するまでの間に，光子から結晶内に吸収されるエネル

ギー量を求める必要がある．光子と物質との相互作用でエネルギー付与／吸収が生じ

るのは，光電効果，非干渉性散乱過程および電子対生成であり，その処理過程に吸収

エネルギー量を積算するためのカウンタを設置する（Fig.2.1のフローチャート中の 

 “Score absorbed energy”）． 

 高エネルギーＸ線の体内吸収線量分布の計測を計算目的とする場合であれば，被照

射体を細かな立方体（例えば２×２×２mm）に分割し，各立方体を光子と物質との相

互作用で発生した２次電子から付与されるエネルギー量を積算するためのカウンタと

する． 

 

２.４ むすび 

 

 モンテカルロシミュレーションは任意の位置に理想的な検出器（カウンタ）を自由

に設定できるので，実際の照射において測定が不可能な物理量をも算出することがで

きるのが最大の特長である．このモンテカルロシミュレーションの利点を応用し，実

際の照射において被照射体内で起こっている物理現象，放射線束の状態などを推定す

ることにより，実測データの補正方法や補正に用いる補助データなどを導出すること

ができる． 
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